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SISTEMAS DE NUMERACION Y REGLAS UE UIVISIHILIUAD 
Osear A. cmnpoli 
Una consideración general 
Es indudable que en lo que respecta a sistemas de .umerad6n, el 
romano es de lo más elemental posible. En efecto, es basicamente un 
sistema de "palotes" con algunas reglas de simplificación de los mis-
mos: 
I, 1I, 111, ¡.¡..H', J,l.H1, VI, VII, VIII, 'iUíf, Vj..H'ÍÍ, ... 
IV V IX X 
Sin embargo, por nuchas razones, este sistema oo es de lo más 
práctico posible, en particular, en referencia a las rP-glas de divisl 
bilidad que veremos más adelante y por supuesto que tampoco es práctl 
co en lo que respecta a otras co1~ideraciones prohahlcmente más iw~~ 
tantes aún, como ser, las reglas operativas de SUMa y multiplicación 
y sus respectivas operaciones inversas. 
La representación decimal 
Asf es que desde hace ya siglos se generalizó la escritura decl 
mal de los nC!neros (tenemos diez dedos en las manos) y en consecuen-
cia escribimos 5.782.433 que desde la escuela primaria nos enseñaron 
a leer de la siguiente manera: cioco millones setecientos ochenta y 
dos mil c02trocientos treinta y tres. Esta lectura es una forma abre 
viada de otra lectura que tambi~~ nos enseñaron e~ la escuela prima-
ria: 
3 UJ'I..idades + 3 decenas + 4 centenas + 2 unidades de mil + 
+ 8 decenas de mil + 7 centenas de mil + S unidades de mill6n 
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o t.ad>i én • 
3 unidades • 3 unidades de 10 • 4 unidades de 100 • 2 unidades de 
1000 + 8 unidades de 10.000 + 7 unidades de 100.000 + S unidades 
de l. 000 . 000 
lo cual puede resumirse numéricamente como sigue: 
S.782.433 - 3 • 3.10 • 4.10 2 • 2.103 • 8.10- • 7.J05 • S.l06. 
Divisibilidad por 2 y otras simalares 
Una vez interpretada la escritura decimal de un ruJmero de esta 
manera, está claro que como 10 y todas sus potencias son divisibles 
por 2 entonces, Wt número es divisible por 2 si y aól.o si su cifra dE 
l.as wtidades es divisible por 2, como aprendimos en la escuela pr~ 
ria (luego, S.782.433 ino es divisible por 2 !). 
La misma consideraci6n vale para discernir si un número es o no 
divisible por S o por 10 : un número ea divisible por S (o por 10) si 
su cifra de l.as Wtidades es divisible por S (respectivamente por 1 0). 
Luego, S.782.433 no es divisible por S y entonces tampoco puede serlo 
por 10. 
Divisibilidad por 4 y otras simalares 
Una pregunta que nos podemos hacer y contestar a continuaci6n es 
cuando un rúinero es divisible, por ejemplo, por 4. Está claro que 
102 y todas las potencias de 10 que le siguen son divisibles por 4 
por lo tanto se sigue que: un número es divisible por 4 si y sólo si 
z.a cifra de l.aa Wtidades ms diez veces z.a cifra de l.as decenas es d:f 
visible por 4. En otras palabras Wt número es divisible por 4 si y 
sólo si el número forrrado por los dos últimos d!gitos del número que 
nos diel"OI1 es a su vez divisible por 4. Por ejemplo, S. 782.433 es 
-S-
divisible por 4 si y s6lo si 33 es divisible por 4 y como esto Glti-
1110 es falso , se s i gue que S. 782 .433 oo es divis ible por 4. 
Wctamente del mismo IIIOdo y por las lllismas razones se dar ía res 
puesta a la pregunta de cuando un nOmero es divisible por 2S , por SO 
0 por 100 . De éstas, la aru.ca regla que es IMs general.Jnente recorda-
da es la de di visibilidad por 100, ya que se puede re expresar dicien-
do que : Wt númQ"' ea di visib le por l OO ai y stHo si sus dos úUÜMB c:f: 
¡ ras son ce"'s (ésta simplificaci6n adicional, asociada naturalmente 
a la representación decimal de los números , l a pondremos en pcrspecti 
va IMs adelante cuando consideremos otro tipo de representaciones no 
deci.Jnales) . 
Divisibilidad por 3 y otras sillilares 
En este caso, para anali:tar una regla de divisibil idad por 3, co 
menzamos recordando la regla que nos ensei\aron en la escuela primaria: 
Wl núlw"' 68 divisibl.e por 3 si 11 s6Zo s i l.a BWirl ds aws dlgitos es 
divisible por 3. Por ejemplo, S.782.433 es divi sible por 3 si y só-
lo si s + 7 + 8 • 2 + 4 + 3 • 3 • 32 es divisible por 3 y és te Glti 
no es divisible por 3 si y s61o si 3 + 2 • S es divisible por 3 l o 
que es claramente falso, por lo tanto concluimos que S. 782.433 no es 
divis i ble por 3. ¿Cómo expl i camos la validez de esta regl a?. Una e! 
plicación es la que i ntentamos a continuación, usando primero el ej~ 
plo anterior y luego de manera general. 
El nCinero 10 no es divi sible por 3 y el oolti plo de 3 más pr6xi-
JDO a 10 es 9. Análogamente 99 es el rrultiplo de 3 mfis próximo a 102 
999 es el wltiplo de 3 IMs pr6ximo a 10 y lo miSJOO ocurre con 9999, 
99999 y 999999. Ue esta ohservaci6n se sigue que el ~ro S. 782.433 
es di\'Ísible por 3 si y sólo si S.l06+ 7.10 5+8.ld' +2.1U3+4.lo2+3.10 +3 
es divisible por 3 y ésto es cierto si y s6lo si 
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S.l06 + 7.105 + 8.10~ + 2.103 + 4.102 + 3.10 + 3 -
- 5. 999999 - 7. 99999 - R. 9999 - 2. 999 - 4 . 99 - 3. 9 
es divisible por 3. Reagrupando y sacando factores coounes queda: 
5(106-999999) + 7(105-99999) + 8(10~ - 9999) + 2(103-999) + 
+ 4(102-99) + 3.(10-9) + 3 • S+ 7 + 8 + 2 + 4 + 3 + 3 
que es precisamente la suma de los dígitos del número S. 7N2.433. 
En resumen lo que hemos. mostrado es que al rú.lmero S. 782. 433 po-
demos restarle un IUíltiplo de 3 de ma~ra de obtener la suma de sus 
dígitos. Usando el lenguaje de congruencias introducido en el artí-
culo de l. !X)tti y A. García (ver [ 1] ) esto se expresa diciendo que 
5.782.433 es congruente a S+ 7 + 8 + 2 + 4 + 3 + 3 módulo 3 y por lo 
tanto, uno es divisible por 3 si y s6lo si el otro lo es. Oe esta ma 
nera hemos reducido drásticamente el número bajo consideración. 
Lo que hemos hecho en este ejemplo puede f~cilmente generaliza~ 
se 00.0 sigue: se demuestra que el múltiplo de 3 más próximo a lOr 
es 99 . . . 9 (r-1 veces) y as{, como en el ejemplo, dado un número cua! 
quiera, es fácil dar un múltiplo de 3 de manera que la diferencia e_!! 
tre los dos sea precisamente la suma de los d!gitos del nGmero dado 
(ver el artículo de l. Dotti y A. Garc{a citado anteriormente) y de 
alH surge la regla mencionada al comienzo. Usando el lenguaje de 
congruencias, se dem..testra que todo número es congruente a la suma de 
sus dígitos módulo 3 y esto significa que tanto el número dado como 
la suma de sus dígitos tienen el misroo resto en la división por 3, 
con la consiguiente reducción en el número en consideración y la ve_!! 
taja adicional de que en caso de que la Sll!la de los dígitos sea un nQ. 
mero relativamente ~rande, podemos aplicar nuevamente la ~egla y asi 
sucesivamente hasta lograr (¡seguramente!) uo número de un sólo d{gi-
to, caso en el que ya no es necesario efectuar ninguna división. 
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Las mismas consideraciones, teniendo en cuenta que los nCmcros 9, 
99, 999, 9999, •.• etc. son divisibles por. 9 nos llevan a la tnmbién 
conocida regla de divisibilidad por 9 (aunque no tan usada por ser 9 
divisible por 3): ~ nwro es divisible pol' 9 si y sólo si la slmla ds 
8148 df.gitos es divisible por 9. 
Otras reglas de q¡visibilidad 
Supongamos ahora que queremos saber si el nlincro 5. 782.433 es o 
00 divisible por- 7 (sin hacer la división eucltdea) y en base a esto 
obtener alguna respuesta general Gtil. 
Recordemos que hemos escrito, 
5.782.433. S.l06 + 7.105 + 8.10~ + 2.103 + 4.102 + 3.10 + 3 
A continuación raz.onamos como en el caso anterior. El Dtil tiplo de 7 
más próximo a 10 es claramente 7. El núltiplo de 7 más próximo a 
102. 100 es 7.14 • 98. Hay mucl1as formas de obtener el múltiplo de 
7 Jnás próximo a 103 Veamos una forma, 
Luego, 
Análogamente, 
103 • 10.102 
10.102 - 10.98 • 10.2 
10.2- 7.2. 6 
6 - 7 • -1 
103 - 7.(10.14 + 2 + 1). -1 
10~ - 7.(10.143- 1) • -3 
¡os - 7.(10.1429 - 4) • -2 
¡os - 7.(10.14286- 3) • 1 
esto muestra que 5.782.433 es divisible por 7 si y sólo si 
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3 + 3.3 + 4.2 + 2.(-l) + 8.(-3) + 1.(-2) +S" -15 
es divisible por 7 y como esto últ~ es clar~~tP. falso el ~ro 
S. 782.433 no es tampoco divisible por 7. 
Caoo en realidad s6lo JY.lS hace falta conocer lo que nos queda 
cuando a la respectiva potencia de 10 11! resta!:IQs e J. Jl.'tÍltiplo de 7 Clás 
p:-6.ximo, lo que necesitai'IOs conocer son todos los ~stos en la divisioo 
por 7 de las sucesivas potencias de 10, y para ésto es muy Citil tener 
( 1 de nuevo:) , el lenguaje )t las propiedades de las ;:on¡¡rüeflcias que ya 
lllellcion.iramos. üsan<.to esta herrru~~ienta obtendr!anos la siguiente re-
gla de divisibilidad por 7 (suficie!'ltemente ~licadz COJnO para que 
no la recordemos, ; si algurJ vez l a aprendoinw>s!) : un n4mero es divisi-
ble por 7 si y sólo si su CÍ.fl'a de las unidades, mdo9 tres veces su ci-
fl'a ds Z..U decenas, más dos vecee BU cifl'a ds laJ! omtenaa, Menos su 
ci.¡'ra de Zas unickzdss ds lf'il, menos tNs veces su cifra de laB decenas 
ds ITri.t. menos dos veces su ci.¡ra de laR centel'llUI ds mil. más su cifra 
cJM unidades dtl f:tilz.dn, n;ods tzoes VBCila BU cifra cJa las dscenas ds ITri.llón 
. •• stc. (ahora los factores de las cifras se repiten ciclícamente) es 
divi.sibu por 7. 
Reglas de divisibilidad de este tipo podemos obtener de fonna pa-
recida, para cualquier número mtural con ciclos Jllás o menos largos de 
factores, dependiendo del núllero elegido . Esto influye de Jlla.Jlera dec.!, 
siva en la utilidad final de la regla de divisibilidad. 
Antes de ter.ninar esta secci6n, no podemos dej'l.r de mencionar llrul 
regla que muchos sí recordaran de In escuela prirna~ia, esto es, la re-
gla de divisibilidad por 11. Esta dice que, un nÚ'Mlro es divisibls 
pozo 11 si. 11 sólo si la Bl4nn altemada ds sus d-!gitos es divisible por 
11 Y esto se deduce de una consideraci6n como la anterior nada más que 
con un ciclo lilA)' red.Jcido y simple Qe factores que son 1 y -1 ya que: 
l 
-!>-
10 - 11 • -1 
102 - 11.~ • 1 
103 - 11.91 • -1 
i t --a• de numeraci6n Ott'OS S S ....,_. 
con respecto a las reglas de divi-'f te serta la situación, 
1>1 eren . o d la deci 
itura en otra base dlStlnta e -sibilidad, si usáramos Wl3 escr o 
ad . 'ento de la era de la computaci6n, se lncrement6 Con el vem1111 
mal. usando s6lo o ~ por la escritura binaria, esto es, randemente el 1nter s 
g O 1 y con el mismo significado para dos símbolos' generalmente Y , 
En este sent i do, ¿cual scrfa la ambos ue en la escritura decimal. 
q t esta pre-
0 o d S 782.433?. Para dar una rcspues a a escritura bula na e . o 
o ~-- una suma de SUCeSlVaS reponemos escribir dlcho nu ... cro como 
gunta, nos P "Uf ' tos" 
o d Z (antes eran sucesivas potencias de 10) por El potenc1as e . o o s . 
Así, efectuando sucesivas dlVlSlones obtenemo . binarios O Y l. 
~. 7SZ . 433 • 1 + 5.782 .432 
• 1 • zs . la0701 
• 1 + 25(1 + 180700) 
• 1 • 2sc1 • 22.4Sl7SJ 
• 1 • 2sc1 + 22(1 + 4S174)) 
Continuando con este procedimiento tendremos' 
1 +2s+ 2'• 2a + z9 +2tt + 212+ 213 + zt9+ zzo. 222 5.782.433. 
la escritura binaria seria, Entonces, 
10110000011101110100001 
fonna de calcular, de man~ En este momento conviene destacar una 
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fonna de calcular, de man~ En este momento conviene destacar una 
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ra siDple, con ayuda de Wla minic<X~p.~tadora, la escritura binaria de 
un rúDero: se calcula la mayor potencia de 2 por defecto, se hace la 
diferencia, se calcula ahora la mayor potencia de 2 por defecto rea· 
pecto a esta diferencia y se hace la diferencia entre esta nueva po-
tencia y la diferencia anterior y así sucesivamente hasta tenainar. 
En escritura binaria es claro cual es la regla de divisibilidad 
por 2 (vale la penza destacar que 2 en escritura binaria se escribe 
10): wa núfw~ on escritura binazoia es divisibl4l POl' 2 (o sea 10 en 
binario) si y s6lo si termina en ce~ {es decir, la misma regla que 
en el caso deciJna.J. para la divisibilidad por 10 y por las miSJnas ra~ 
nes). Análogamente, se obtienen reglas para la divisibilidad por 4, 
8, etc. 
Teniendo en cuenta que, 
22 • 3 • 1 
23 - 9 • -1 
2.. - 15 • 1 
zs . 30 • 2 
haciendo un razonamiento como en el caso decimal, podemos deducir una 
regla de ciivisibilidad por 3 (que en binario se escribe 11) para un 
bl4l pol' 3 si 11 sól.o si La suma altel'nada de sus "dlgitos" da como l'e-
núnero en escritura binaria: un minero en escl'i tura binaria es divisi 
aultado un número divisible pol' 3 { i CaJt>arar esta regla con la del 11 
en escritura decimal!). En el ejemplo tendremos, 
10110000011101110100001 
es divisible por 3 si y s6lo si ·1 es divisible por 3, lo que es cla-
• 1 l· 
ramente falso. 
ple. 
1 la regla de divisibilidad por S era nuy s~ En escritura decima , 
No es tan así en escritura binaria. Una regla de divisibilidad 
· un número en escritura bi-por S (= 101 en binario) sería como sigue: 
. "d{ · t " de las unidades mds nana es divisibLe por S si JJ s6l.o s-:  su g1. o 
l doble deL sigui~ el dOble del siguiente, menos eL siguiente, menos e 
doble del siguiente ... da como resultado te mds el aiguiente, mds el 
' 
un número divisible pol' S. 
















S.3 = 1 
S.6 = 2 
de toJo lo anterior , que sería muy simple una Es claro, después 
r egla de divisibilidad por 7, si usáramos a 7 como base de nuestra e~ 
esta base, cono en cualquier otra más chica, cri tu ra. Sin embargo , en 
1 reglas de divisibilidad por otl'Os números. serian complicadas as 
Cantidad posible de reglas de divisibilidad Para tener la mayor 
USar como base de escritura, W1 núme'!'o que de facil uso, deberíamos 
tuviera IWchos divisores como na . . . . . pod , ser 2 3 s 7 11 13 : 30030. Lás-
't ramos 30030 símbolos para escribir los tima que en este caso neces1 ar 
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números y esta cantidad de símbolos no sería fácilmente recordable. 
En este sentido, está claro que con la elección de 10 no nos fue pr~ 
cisamente mal. 
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EL PROFESOR INVESTIGADOR Y EL ALUMNO RESOLVEDOR 
Enzo R. Gentile 
El profesor, en todo nivel, debe ser un investigad..•r dedicado no 
exclusivamente a resolver problemas específit:os, sino también a am-
pliar deternúnadas áreas, profundizando e'l temas de interés genera~. 
Por ejemplo, un profesor secundario puede hacer un tipo de investiga-
ci6n que podríam:>s llamar "didáctica" (P.n buen SP.ntido) tcmaooo algún 
tema como ser: n~ros complejos, aritmética, congruencias, ecuacio-
nes, polinomios, cO!llbinatoria. En cualquiera de ellos hay W'l..a labor 
formidable por desarrollar, señalando los resultados fundamentales y 
sus aplicaciones, reuniendo y clasificando ej~plos, ejercicios y pr~ 
blemas, consultando la bibliografía pertinente. En las ccnocidas re-
vistas de enseñanza tales CQ!IO el America11 Mathematical Monthly, el 
Mathematics Magazine o el Mathematical Gazette aparecen numerosos tr! 
bajos de investigaci6n con resultados originales, si~pre e~ un plano 
elemental. Su lectura es altamente estimulante y orientadora en el 
trabajo que es aconsejable realizar. Estas revistas y otras ['Jeden 
ser consultadas en las Bibliotecas de !as Facultades de Ciencias Exa~ 
tas. Mencionemos a ruestra Revista de Educación Matemática, que de~ 
IDOS aspirar a que alc:ance !.llliversaiidad y nivel CQl>O las revistas pr~ 
cedentes, y donie los docentes tendrán un lugar para publicar sus in-
vestigaciones y prop.Jestas a los fines de la educación. 
Para dar una idea más C('lncreta podefi'Os ag egar qve si t omamos uno 
de los temas enumerados anterio~nte, las posibilidades de hacer Ma-
temática son jnagotables. Po ejemplo, con los n(I11Cros c~plejos se 
